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Бифуркации и хаос в задаче о движении
двух точечных вихрей в акустической волне
Е.В.Ветчанин, А.О.Казаков
В работе рассмотрена система двух точечных вихрей одинаковой интенсивности, на ко-
торые воздействует звуковая волна. С помощью построения карт динамических режимов
выявлены характерные для системы бифуркации неподвижных точек, а также построены
бифуркационные диаграммы.
Ключевые слова: точечные вихри, неинтегрируемость, бифуркации, карта динамиче-
ских режимов
Введение
Задача о движении вихрей в жидкости является классической задачей гидроаэромеха-
ники. Впервые задача о движении вихрей была рассмотрена Г. Гельмгольцем в 1858 году
в работе [1], положившей начало исследованию динамики вихревых структур. В этой рабо-
те Гельмгольц доказал основополагающие теоремы теории вихрей, а также рассмотрел ряд
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примеров, относящихся к движению прямолинейных и кольцеобразных вихревых нитей.
В 1876 году Г.Кирхгофом были выведены общие уравнения движения N точечных вихрей,
а также получены все возможные первые интегралы этих уравнений [2]. Теория точечных
вихрей на плоскости была изложена в 1893 году в лекциях А.Пуанкаре [3], где обсужда-
лись результаты Гельмгольца, а также были представлены результаты самого Пуанкаре.
Построение подобной теории для вихрей на поверхности шара было осуществлено Э.Цер-
мело в 1902 году [4]. Позднее, в 70-е годы XX века, В.А.Богомоловым [5, 6] была получена
общая гамильтонова форма уравнений движения N точечных вихрей на сфере, а также
указаны их первые интегралы.
Существует множество современных работ, посвященных изучению динамики вихрей.
Здесь приведем лишь некоторые из них. Динамика точечных вихрей на плоскости и сфере
рассматривалась в работах [7–10], кольцевых вихрей — в работах [11–16]. Общая теория
динамики вихрей на плоскости и сфере в постановке идеальной жидкости, включая редук-
цию уравнений и частные вопросы, а также обширный литературный обзор представлены
в книге [17].
Большое количество работ посвящено изучению движения структур во внешнем по-
токе различной природы. Это связано с исследованиями океана, атмосферы, стремлением
управлять течениями газов и жидкостей и акустикой потоков. В работе [18] изучается вли-
яние внешнего сдвигового потока на размер атмосферы вихря, а также поведение частицы
жидкости в нестационарном потоке. В работе [19] исследуется динамика пары вихрей ин-
тенсивности равной по модулю и противоположной по знаку вблизи неподвижного вихря
в однородной среде. Показаны два варианта поведения вихрей: движение вблизи фиксиро-
ванного вихря и неограниченное движение.
Исследование атмосферных вихрей имеет приложение в аэроакустике. Общая теория
генерации звука воздушным потоком была построена Лайтхиллом [20]. В работе Лайт-
хилла звуковые явления связываются с нелинейными членами уравнений Навье –Стокса
и постулируются предположения, которые могут быть в дальнейшем использованы для ис-
следования акустики вихрей. Теория Лайтхилла применяется, например, при определении
шума, создаваемого пограничным слоем и газодинамическим соплом [21].
Аэроакустические исследования вихревых течений проводились в работе [22]: влияние
изменения завихренности на звуковые процессы и производство звука свободным вихревым
течением, приложения теории к генерации звука осциллирующей сферой и эоловох тонов.
На основе модели потенциального течения с точечными вихрями в работе [23] рассчи-
тывается шум, производимый каверной, определяет интенсивность звука в зависимости от
направления распространения.
Особый интерес представляет управление вихрями с помощью внешнего воздействия,
например, акустического. В работе [24] изучается взаимодействие вихревых и акустических
мод, получена математическая модель процесса. Рассмотрены задачи рассеяния звуковой
волны стационарным вихрем, генерации шума вихрями и возбуждения вихревого потока
внешним источником звука.
В работе [25] проведен анализ динамики и хаотического поведения системы, состоящей
из двух точечных вихрей, взаимодействующих с потенциальной волной. Показано взаимо-
действие особых решений с резонансами и бифуркации неподвижных точек.
В настоящей работе изучается обратимая система двух точечных вихрей, взаимодей-
ствующих со звуковой волной; уравнения, описывающие процесс, получены в работах [24, 25].
Целью исследования является анализ динамики и бифуркаций, а также поиск странных ат-
тракторов с помощью построения карт динамических режимов.
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1. Уравнения движения
Рассмотрим движение двух одинаковых точечных вихрей в потоке, возмущенном внеш-
ним источником звука. При этом примем следующие предположения [24]:
1) течение жидкости двумерно,
2) жидкость идеальна,
3) движение жидкости изоэнтропично.
Последнее допущение означает, что отсутствует теплообмен между частицами жидко-
сти, работа сил трения пренебрежимо мала и скорость потока существенно ниже скорости
звука.
При данных предположениях при движении нескольких точечных вихрей в поле аку-




(Uxi, Uyi)T + ∇ϕ. Первое слагаемое соответствует полям скоростей, порождаемым N
точечными вихрями [29]:
Uxi = − Γi2π
y − yi





(x− xi)2 + (y − yi)2
, (1.1)
где Γi — интенсивности вихрей, xi, yi — координаты вихрей. Второе слагаемое связано




sin(ky − ωt), (1.2)
где V0 — амплитуда, k — волновое число, ω — частота акустической волны.
Более подробное обоснование для поля скоростей рассматриваемой системы проведено
в приложении 1. Используя стандартный подход [29, 30], запишем уравнения движения двух




































)2 + (y1 − y2)2.
(1.3)
В отличие от классической модели точечных вихрей, в отсутствие акустического воз-
действия, эти уравнения являются негамильтоновыми и неавтономными и обладают только
одним интегралом движения
x1 + x2 = const. (1.4)
Уравнения (1.3) можно привести к автономному виду, если перейти к системе коорди-
нат, движущейся вместе с волной, с помощью замены переменных
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)2 + (y1 − y2)2.
(1.6)
Используя интеграл (1.4), понизим порядок системы (1.6) на единицу. Для этого введем




)2 + (y1 − y2)2
)1/2




, ϕ = arctg
y1 − y2
x1 − x2 , τ = ωt. (1.7)
Здесь R — безразмерное расстояние между вихрями, S — ордината центра завихренности
в подвижной системе координат, ϕ — угол между прямой, соединяющей вихри, и поло-
жительным направлением оси абсцисс, τ — безразмерное время. Аналогичная редукция
уравнений движения использовалась в [25].
Система уравнений (1.6) в новых переменных может быть представлена в виде
R˙ = −ε sinϕ sinS sin(R sinϕ),











где введены безразмерные величины ε = V0kω , κ =
Γk2
2πω
, а точка означает дифференциро-
вание по безразмерному времени τ . Параметр ε характеризует амплитуду звуковых волн,
а κ является безразмерным аналогом завихренности. Поскольку скорости рассматриваемых
течений существенно ниже скорости звука, а величина ω/k имеет смысл скорости звука, то
ε 1.
Так как фазовые переменные S и ϕ рассматриваемой системы являются угловыми,
а R ∈ (0,∞), фазовое пространство системы представляет собой прямое произведение
плоскости на окружность (R2 × C1). Не уменьшая общности, везде далее будем полагать
S ∈ [−π, π) и ϕ ∈ [−π, π).
В работе [25] показано, что система уравнений (1.8) является неинтегрируемой. Акусти-
ческие процессы связаны со сжимаемостью среды, и эта физическая сжимаемость приводит
к потере свойства сохранения фазового объема потока (1.8) и отсутствию инваринатной ме-
ры. При этом в системе могут наблюдаться различные притягивающие или отталкивающие
траектории (неподвижные точки, периодические решения и т. д.). Более того, в работе [25]
указывается на возможность существования в системах, подобных рассматриваемой, стран-
ных аттракторов, однако конкретных примеров таких аттракторов в этой работе не при-
водится. В данной работе мы ставим целью поиск странных аттракторов с помощью карт
динамических режимов [37, 39].
Можно заметить, что уравнения (1.8) инвариантны относительно замены
R : R→ R, S → −S, ϕ→ −ϕ, τ → −τ. (1.9)
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В таких случаях говорят, что система является обратимой, а заменуR называют инволюци-
ей. Благодаря обратимости, у каждой траектории системы есть симметричный «двойник».
Центром рассматриваемой симметрии является множество неподвижных точек инволю-
ции R
Fix(R) : S = 0, ϕ = 0, (1.10)
образующих линию в фазовом пространстве системы. Системы с инволюциями исследова-
лись, например, в работах [35, 36].
2. Численный анализ модели. Карты режимов и бифуркации
Как отмечено выше, система уравнений (1.8) неинтегрируема, а ее исследование требует
применения методов численного анализа. Для большинства подобных задач подходящим
инструментом исследования является построение сечения Пуанкаре.
Система (1.8) представляет собой фазовый поток на трехмерном многообразии
M3 = {x = (R,S, ϕ) | R ∈ (0,+∞), S ∈ [−π, π), ϕ ∈ [−π, π)}. Рассмотрим сечение
M2ϕ0 = {x ∈M3 | ϕ(x) = ϕ0}. (2.1)
Поток (1.8) задает на данном сечении отображение
π : M2ϕ0 →M2ϕ0 , (2.2)
которое называется отображением Пуанкаре. Более подробное описание построения отоб-
ражения Пуанкаре и его применение при исследовании задач вихревой динамики можно
найти в работах [15, 28, 30].
Исходная система является обратимой, а значит, если в качестве секущей выбрать мно-
гообразие, инвариантное по отношению к действию инволюции (1.9), мы получим двумер-
ное обратимое отображение. Таким образом, в случае ϕ = ϕ0 = 0 инволюция (1.9) для
системы (1.8) порождает инволюцию отображения Пуанкаре
r : R→ R, S → −S, (2.3)
множеством неподвижных точек которой является прямая S = 0. Благодаря инволюции r
отображение Пуанкаре (2.2) является симметричным относительно прямой S = 0, что хо-
рошо видно из отображений Пуанкаре, представленных на рисунке 1.
Отметим важное следствие обратимости системы (а значит, и отображения Пуанкаре).
Если в системе существует устойчивый предельный режим, то существует и неустойчивый
режим, симметричный по инволюции (1.9). Следовательно, если удалось обнаружить какое-
либо притягивающее множество на отображении Пуанкаре, то замена (2.3) позволит найти
симметричное ему отталкивающее множество.
Для поиска устойчивых предельных режимов (в том числе странных аттракторов)
воспользуемся методом построения и исследования карт динамических режимов [37, 39, 40].
Карта динамических режимов на плоскости параметров (κ, ε) определяет области с раз-
личными предельными режимами системы. Для построения карты плоскость (κ, ε) разби-
вается равномерной сеткой. Для каждого узла сетки строится траектория отображения
Пуанкаре с некоторой (общей для всех узлов) начальной точкой. Выбор начальной точки
достаточно произволен и, как правило, связан с уже известными периодическими реше-
ниями и неподвижными точками. Длина траектории определяется скоростью сходимости





















(b) κ = 9.3 и ε = 0.25
Рис. 1. Фрагменты отображения Пуанкаре при различных значениях параметров (секущая ϕ0 = 0).
к асимптотическим режимам; в нашем случае была выбрана длина 50 000 итераций. Резуль-
таты последних итераций анализируются на периодичность с некоторым заданным уров-
нем допустимой погрешности. В зависимости от периодичности точка на плоскости (κ, ε)
обозначается соответствующим цветом. В результате анализа всех узлов сетки получаем
окрашенные различными цветами области, соответствующие предельным режимам с раз-
личными периодами. Поскольку система (1.8) содержит только два параметра (κ и ε), то
следует ожидать, что карта динамических режимов даст полную информацию о поведении
системы, наличии предельных режимов и притягивающих множеств.
Пример карты динамических режимов и ее увеличенный фрагмент изображены на ри-
сунке 2. Обе карты имеют размер 200 × 100 пикселей. В качестве начальной точки при
построении карты использовалась точка с координатами (S,R) = (2.39, 3.11) (именно такие
координаты имеет неподвижная точки периода 1 для параметров κ и ε, расположенных
в центре первой карты). Периодические режимы с периодами от 1 до 14 обозначены раз-
личными цветами (расшифровка приведена справа от карт), остальные точки окрашены
черным.
С помощью анализа построенных карт можно исследовать различные бифуркации,
происходящие в системе при изменении параметров вдоль какой-либо траектории на плос-
кости (κ, ε). На картах отмечены четыре маршрута: M1, M2, M3 и M5, вдоль которых
наблюдаются бифуркации рождения и исчезновения устойчивых предельных режимов —
фокусных точек периодов 1, 2, 3 и 5 соответственно. Опишем более подробно бифуркации,
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(a) (b)
Рис. 2. (a) Карта режимов на плоскости параметров (κ, ε). (b) Увеличенный фрагмент, выделенный
прямоугольником на карте (a).
порождающие перечисленные фокусные точки. Начнем с фокуса, возникающего при дви-
жении по маршруту M1 на карте режимов (см. рис. 2a) при постоянном ε = 0.25. При
переходе параметра κ через значение κ0 ∈ [7.017, 7.018] в системе наблюдается бифуркация
Риммера [34] (или потеря симметрии [33]), в результате которой эллиптическая точка e1,
расположенная на линии симметрии S = 0 (см. рис. 3a), распадается на устойчивый фо-





















h1 f +f −
(b)
Рис. 3. Бифуркация Риммера.
При увеличении параметра κ точки f+ и f− отдаляются от седловой точки h1, дви-
гающейся при изменении параметра вдоль линии симметрии, и, при переходе параметра
κ через значение κ1 ∈ [11.65, 11.7], происходит обратная бифуркация Риммера, или бифур-
кация восстановления симметрии. Неподвижные точки f+, f− и h2 (рис. 4a), сливаются
в эллиптическую точку e2 (рис. 4b).
Бифуркационная диаграмма описанного выше процесса, на котором изображена зави-
симость координаты S неподвижных точек от параметра κ, показана на рисунке 5.
Следует отметить, что бифуркация Риммера является типичным сценарием потери
симметрии в рассматриваемой системе. В результате такой бифуркации эллиптическая точ-
ка на линии симметрии S = 0 становится седловой, а в ее окрестности рождаются притя-
гивающая и отталкивающая точки. Проиллюстрируем такую же бифуркацию для точек


























(b) κ = 11.7 и ε = 0.25
Рис. 4. Обратная бифуркация Риммера.
Рис. 5. Бифуркационная диаграмма: f+ — устойчивый фокус, f− — неустойчивый фокус, e —
эллиптические точки, h — седловые точки.
более высокого порядка. На карте режимов (см. рис. 2b) вдоль маршрута M2 при ε = 0.234
наблюдается бифуркация Риммера и обратная бифуркация Риммера для эллиптической
точки периода 2. На рисунке 6 приведена соответствующая бифуркационная диаграмма.
Рис. 6. Бифуркационная диаграмма: f1+, f2+ — устойчивые фокусы, f1−, f2− — неустойчивые
фокусы, e1, e2, e3, e4 — эллиптические точки, h1, h2, h3, h4 — седловые точки.
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Однако в рассматриваемом случае при росте параметра κ бифуркацию Риммера пре-
терпевают сразу две пары эллиптических точек периода 2. Отмеченные на рисунке 6 эл-
липтические точки e1 распадаются на устойчивый фокус f1+ периода 2, неустойчивые фо-
кусы f1− периода 2 и седловую точку h4 периода 2. Аналогичная ситуация наблюдается
с другой эллиптической точкой e2 периода 2, сосуществующей с e1 и смещенной относитель-
но нее на π/2 по координате S. Однако на рисунке 6 изображены бифуркации неподвижных
точек с координатой S  0. Очевидно, что у каждой из них в силу инволюции существу-
ет пара, симметричная относительно оси S = 0. Она также распадается на устойчивый
2-фокус f2+, неустойчивый 2-фокус f2− и 2-седло h3. Сечения Пуанкаре до и после бифур-




























(b) κ = 6.95, ε = 0.234
Рис. 7. Бифуркация Риммера для неподвижных точек периода 2.
С дальнейшим ростом параметра κ устойчивые и неустойчивые фокусы отдаляются
от своих седловых точек и претерпевают обратную бифуркацию Риммера, сливаясь в эл-
липтические точки e3 и e4 периода 2. Однако в данном случае бифуркациям подвергаются
тройки f1+, f2−, h2 и f2+, f1−, h1, а родившиеся в результате эллиптические точки e3 и e4
уже не находятся на линии симметрии.
То же поведение наблюдалось нами для неподвижных точек более высокого порядка.
В частности, мы обнаружили такие же сценарии потери и восстановление симметрии на
маршрутах M3 и M5, изображенных на карте режимов на рисунке 2b.
Еще одним типичным сценарием возникновения/исчезновения притягивающих мно-
жеств (фокусов) является седло-узловая бифуркация. Например, вокруг фокуса пятого по-
рядка, рожденного через бифуркацию Риммера, в результате седло-узловой бифуркации
рождаются две пары узловых и две пары седловых точек периода 10: f10+,1, f10+,2, h10,1,
h10,2 (см. рис. 8а).
При увеличении параметра κ узловые точки становятся фокусами, а при дальнейшем
его росте, изменение типа неподвижной точки происходит в обратном порядке. Пара седло-
узел исчезает в результате обратной седло-узловой бифуркации при росте параметра κ
(см. рис. 8b).






































Рис. 8. Седло-узловая бифуркация: (a) сечение Пуанкаре при κ = 7.05, ε = 0.202: f5+ — устойчивый
фокус пятого порядка, f10+,1, f10+,2 — устойчивые фокусы десятого порядка, h10,1, h10,2 — седловые
точки десятого порядка, (b) бифуркационная диаграмма.
Заключение
В результате подробного компьютерного анализа отображения Пуанкаре и карт режи-
мов удалось исследовать динамическое поведение и типичные бифуркации системы (1.8).
Однако обнаружить странные аттракторы в системе не удалось. Все обнаруженные би-
фуркации приводят к рождению простейших устойчивых режимов типа периодических
фокусных точек. Типичными бифуркациями для рассматриваемой системы являются би-
фуркация Риммера (потери симметрии) и седло-узловая бифуркация, а рождающиеся пе-
риодические орбиты в дальнейшем бифурцируют через такие же обратные бифуркации, не
оставляя после себя никаких сложных образований. Проведенные исследования позволя-
ют сформулировать гипотезу о том, что существование странных аттракторов для систе-
мы (1.8) не характерно.
Приложение 1
Рассмотрим вывод уравнений движения в предположениях, описанных в начале данной
статьи.
Движение жидкости описывается уравнением неразрывности и уравнениями Эйле-





+ divV = 0, dV
dt













где ρ — плотность, V = (Vx, Vy) — вектор скорости, p — давление.
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Приведенная система содержит 3 уравнения и 4 неизвестных функции. Условие посто-
янства энтропии позволяет замкнуть систему (2.4) уравнением адиабаты
p
ργ
= C = const. (2.5)
Замечание 1. Обратимся к первому началу термодинамики: теплота, сообщаемая системе,
идет на приращение внутренней энергии и совершение внешней работы [31]:
δq = du + δl, (2.6)
где δq — элементарное удельное количество теплоты, δl — элементарная удельная работа, du —
полный дифференциал удельной внутренней энергии. Величины δq и δl нельзя считать полными
дифференциалами, так как в общем случае q и l не являются функциями состояния системы, в от-
личие от u.





что эквивалентно отсутствию подвода тепла δq = 0. Учитывая выражение для работы, совершаемой
газом, имеем
cvdT + pdv = 0. (2.8)
Принимая во внимание уравнение состояния pv = RT и связь удельного объема с плотностью
v = 1ρ , получим
p
ργ
= C = const. (2.9)
Систему уравнений (2.4), согласно работе [24], можно редуцировать с помощью замены
переменных ρ, p через удельную энтальпию
h =
γp
(γ − 1)ρ. (2.10)
Выразив ρ и p из уравнений (2.5) и (2.10) и подставив полученные выражения в систе-





+ divV = 0, (2.11)
dV
dt
+ gradh = 0, (2.12)
где a2 = (γ − 1)h — квадрат скорости звука.
В работе [24] для отделения вихревых процессов от акустических предложено раскла-
дывать скорость на две компоненты
V = U + gradϕ, (2.13)
где U = (Ux, Uy) — поле скорости точечных вихрей, а ϕ — акустический потенциал; поле U
является несжимаемым.
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С учетом разложения (2.13) и в предположении несжимаемости поля U уравнения
(2.11), (2.12) приводят к следующей системе уравнений:
divU = 0, (2.14)
ω = rot2U , (2.15)
dh
dt
+ a2ϕ = 0, (2.16)
Dω
Dt














































а в уравнении (2.18) для краткости используется суммирование по немым индексам.
Замечание 2. Выражение (2.15) является следствие разложения (2.13) и тождества
rot2(gradϕ) ≡ 0. Уравнение (2.16) получается подстановкой (2.13) в (2.11) с учетом условия несжи-
маемости поля в (2.14).



























2 +U · gradϕ
)
− JV ω = 0. (2.22)
Применяя оператор rot2 к уравнению (2.22), получим уравнение
∂ω
∂t
+ ω divV +V · gradω = 0. (2.23)
Учитывая разложение (2.13), получим уравнение (2.17).








+V · graddivV + ∂V
∂x
· gradVx + ∂V
∂y
· gradVy = 0, (2.24)
которое с учетом разложения (2.13) может быть представлено в виде (2.18).
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— при наличии в потоке препят-













В работе [24] полагается, что |∇ϕ|  |U |. Совместно с гипотезой Лайтхилла, согласно















Так как уравнение (2.27) совпадает с известным уравнением для вихревого потока, то
поле скорости может быть получено известным методом [29], что приведет нас к слагаемым,
указанным в начале статьи (см. (1.1)).
Добавочное поле скоростей в разложении (2.13), которое соответствует акустической
волне, определяется потенциалом (1.2) (бегущая волна).
Авторы благодарят А.В.Борисова, А.А.Килина, И.С.Мамаева за постановку задачи,
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Bifurcations and chaos in the problem of the motion of two point vortices
in an acoustic wave
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This paper is concerned with the dynamics of two point vortices of the same intensity which
are aﬀected by an acoustic wave. Typical bifurcations of ﬁxed points have been identiﬁed by
constructing charts of dynamical regimes, and bifurcation diagrams have been plotted.
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